
SQUAREFREE INTEGERS WITHOUT LARGE PRIME FACTORS
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I ©4��«R°,+ � · · · �`´ ) ¯.-/C�6ó^���'0y�r§ 021Ê°·Ô Ä1Å�3
�l���6�6�oè'&545& Ä1 ÍZ�(�@�l�������I�­¢��e�}�C���r�1�}���6�l�6�:�,�,�D��£[�}�������E�³�64·�� k�1�[� Î[�
¬ �[� 7y©4��«�° 89

∈I :<;>=9�?
@BA b A c ··· A�CA�D
∈ :FE ··· GHEJILK Ä ≤ M ≤ 1ON

P ©RQ�« Æ ���³�TS Ä ���³�TS Æ · · · �����OS 1 -
Ul���1�­�1�� k�`�r§B�}���>£D�P�³��£!�­���(�}���­¢� k�[ ��y�[�1�6�6�BVß���&�6Ï�¢ ( �����YÔ(Ð ) Ë �,�y�����1�Û�,���P£!�W4X& Ä1���r�(�}���o�}�^� ���l��¡e�6�l���P�&���6�6�$�}�³�y�Ö�����l�P��£D�ò k�6�o�P���X�1×
�� k�6�6���6�:� �
Ù �@�l�I����¢P�D��¡
�o &�����$�[�$���³�^�P¦¹�Z���l�1�P�@�����1�:���[ ��ZY[�\ Ñ�]\ 7y©4��«_^
� -
¬ �[�a`$©Lb³«�°dc Efe A ≤ GHE�g hji AA�k �
Lemma 2.1. lnm ñab­°po�´rq.s�t#uwv m ïyx�ð>z>Ô ≥ s ≥ {�| °¼�[Ï�¢2}[©����³�YÔX«.~����Cè�&���& Þ� ï��yÞr² Äg hjiJ� \ ≤ o ≤ Þ�t$�Rx��y�L�W�J�����f� m ï�ñ.�<������ð>� m ñ,ð>Þ­ñZv m ï±ñZv m z m ��� ��P ��è�& P &ßÞ�J�O�fv±ñZv � ñ � `$©Lb³« � � �6Ï�¢���²­©������7ÔX«j��� -
Proof :

Ù �3�P�1���}���7�H���:£6�1��¡e�����6�1�6���O  �P�Z���D�
�P�� ��1�X�!�9�1���¹ k�1�R¢� ��}�1�� ����,�P�y����� c Ä ≤ 9y¡ : 9 =9 k °
²£¢ ′ :R¤H=¢ :R¤H= � Ul���Ú²y¢ ′ :	¤J=¢ :	¤J= ° c Ä ≤ 9 g hji AA k ´¦¥³©Fbe«9ê��l�P�[�D��¥³©Lb³«E£:����¡
�6�D�e�!�$�Z����oÊç ÄÆ � â<�ò¢� k� Ë�1��£:�^�� k�l�,����£:� 8E ≤ A�§ ≤ GHE¨K @ª© Ä

�����OSS @ ¤ �
����� Æ 00 bc

�1���$�@£! ��µ���e�P���6�l�1�P�`£!�����,�D�I�P�^�}�����­���6���à�}�P�@�P���³�P�[�K¢P�1���y�C¢����$�[�D�$���µ�}�^���$�����1�[�1¡� �� �
» �D�³� ¾ �XÒ À>«kÂ ÍZ¢ ��«>¬ Ë «�­eÎ �$�@�� !¡e�89 e®GHE°¯

©	VC«V ¤ ° ²
Þ(¨± q [�² Ñ M.³²[Å MZ³r´ ′ ©FbY´yµÊ«´ ©FbY´yµÊ«
�2¶µ ^¨µÚ´¸· ( 0 ²{º¹ ) ´¸· ( ���³�eÆ»0{ ) -

â<�B�}�^���@£! ��}���(�&�6 ká
� ¹ ° ¼g h½if¾ \ ê��l���6�6�À¿¿ç Þ �6Á �^�I���}���^�¥�}���
£!�����D���r�`���$�����1�[�³�6 ��}�����
�D��YT}jo ± q { � ²5¥�&�o6& ¹ � ∪ }H²B¥R´Âq.s ��� s � ≤ { ���l���6�6�$¥C���$¢P��£1á
�!¦¥�}�P£D�¥�}�� k�l�P�­���1�P�6�¢������!�( �¢� k�1�K���6���à�}���o�³�P�` k��µà° è> ���¦µ ��wµ ° ÞY²Ãba k�6�o�����,�6�
¦^�P£!�:¦ �
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Ù �@�e�6�8Efe A ≤ GHE

�����OSS ¤ ° ©��f0�« Ä}Å ¤ ²Ã0 Ä}Å ¤ÞY²Ãb ´¸· ( 0 ²{�¹ ) ´ ( ���³� Æ 0{ ) ´¸· ( 0 ² ������� {{ ) ´¸· ( ����� Ä | {0�� )

 ���¦¹�����¿�1�P�o���[�>�¹ @�Z�³�������X�$�I� { ° �[Ï�¢�}/���³� bb�� Ô»�7 ��P¦ �¹ç �Ä | ���
Ù �@�l�I���3 ����}�
�¹ ká
�@���}�@���R�1�P�o�Z���������l���^�
�}���:���6�[� ���D�³�à�1�P�o�}���:���1§¹��� �µ�k �� Ë ¡� ����P�!�l���/X�I�1��£D�^���[�E¢�����§��P�³�>�� ����K�}�!�­¾ �µ�³� Á�~1Â ìK�� k¢P�1�6�6� «  ��P¦ØÓ �
Theorem 2.2. l�m ñ�! 9#" m � ï���� m%$ � m ï�� m ðjxB�[ð'&)(T� m%* ï��+& " m zf�J� � ï��-,�©Lb³«�° c Ä ≤ 9 ≤ . /'09 k tuwv m ï [ ³| ∣

∣

∣

∣

8
Ä ≤ 9 ≤ .

! 9V M21 ∣∣∣∣ Æ ^�sl° ( { ´r�43 ±√ 576 )( 8
Ä ≤ 9 ≤ .

� ! 9 � Æ )
8 v m z m � � � ≤ Þ>t ­^�ª�K������9Ê�:9Ø�<;��Ê�<;��^�������
Theorem 3.1. l�m ñ$Ô � ) � * �CÜ � ï���7y©4��« " m ñZv m�$ � � ï�ñ �/ñ � m � � m�= ï m � m � z��<� m z�t��Rx­Ü�����J��� � � m ï�ñ.�<�Â����ð>� m ñ,ðòÞµñZv m ï [�\ Ñ�]\ 7y©4��«_^
� � ! Å 1 ) Æx�ð>z6��ð'& m �[ð
ï��!ñ � ï�ñ !�ç·è�t
Proof : > �,���^� ���6�1�D�³�O  �Y�Z���1���^�� @�(�@�� !¡
�

7y©4��«R° Þ(¨± q [�Æ Ñ M2?Æ!Å M2? ´ ©Fbe«´ © ( be«
` 1 ©Lb³«%@ ©I�`´ ) « ¤ ²B� ¤b A ^�b -

�(�����K�(�@�� !¡
� [�\ Ñ�]\ 7y©4��«_^
�¹° Þ(¨± q [�Æ Ñ ?ÆkÅ M2? ´ ©Fbe«´ © ( be«
` 1 ©Lb³«CBy©Lb³«�^�b

�l���6�6� B¹©Fbe«�° ©�Ôò´ ( ) « ¤ Ñ Ä ² ( ©�ÔÊ´ ) « ¤ Ñ Ä ´±Ô ¤ Ñ Äb�©FbE´¿Þ�«
�r§¥ Cí9���9�1�4ó� k�P���Ö�I���D�6�6£D�� ��P�e�X�����1�P�@�����1�:���[ ���� ��Ù �`�P���1�C�}�� k�B¹©Fbe« � �>����} ) Æ ÔED Å7Ä ª9Ô Ä Ñ D � s � Å�Æ �
�1�^���$���l¦^���9¢��� !§òÍ ~³~!Î ���Û¾ ÒC k�6Ó ~1Â/�
Ù �C�����é�,�P�I���E�}���@£:�����D���^�K���������D�[���[ k�1���³�­�1� C ° C Ä ∪ C Æ ∪ C F �7¬ �6� {�| ° �6Ï�¢­©����³�YÔX« ~ êG ° Hg hji � \ ªJ^¥ç·è�êr�l���6�6� �Ä | & � &ßÞ�ê�^µ���X &£!���P�,�D ����l ���¦

C Ä °¦}DÞ7´�q.s ��� s � ≥ {º| �
C Æ ° @ o`´Âq.s ∣

∣

∣

∣

� s � ° { | ª:Þ7² G ≤ o ≤ Þ A
C F ° @ ÞY² G ´Âq.s ∣

∣

∣

∣

� s � ≤ { | A�-
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�(���¹���P��§�¢������¥�[�P£!���P���1�6�6�:¦.���¸�1�P�µ�,�P�I���}���^�ò���­ k� bò° Þ � �(�����`�r§.�}���y�1�P�:���D�:� ���
�6�:�}��¦r�P�!� Y

Þ(¨± q [ Æ Ñ M2?ÆkÅ M2? ° ) Æ
´ © ( «

` 1 ©9Þ�«P´ Þ(¨± q @ [
C b
´ [

C c
´ [

C
Õ A -Á ����£:� `$©9Þ�«����E @£:�³�P�,�D ����kê��$�(�� !¡e�$�}�� k� ] c�� C : Ä =¢ : Æ = � ) Æ ! Å 1 �Z���K�1���y�$¢��e�,�I�}��¡
�$£!�����9�6 ����! � �(���­�}���:���6�[� �l�����E�Z�³�I����� �I�X�$�y£k ����}�P��� �}�� k�a�1�P�y�����D�[���[ ��E��¡
�6�a�1�P�¥£:�����D���^�a���

 ��}§��­¢^�D���}��£k ����I§>�}�¹ ������6�$�}�� �� ) Æ ! Å 1 �
� ðeï�ñ,ð>�
z C Ä�� ÞY´5q.s³ª � s � ç·Ô � Ù �@�P�1�Ö�}�P�Ö�Z�³�I�����l���^���:�,�}���¹ k�D�:� Y

By©9ÞY´�q.s³« � Ô Æ� s � Æ`$©Lb³« � Þ�ª

´ ©9ÞY´�q.s³« � �����
� s �

Þ

´ © ( ´�q.s³« �
Þ -

�(����� [
Ä Ñ M�1��	� 1
�≥ \ � Ô Æ [ 1 ≥ \ �����nss Æ ^�s

�
Ô Æ �����7Ô

Ô �r§>¢� k�}�1�� ��������1�[�³�6 ��}�����
� ) ÆkÅ�Æ ¶ ���³�YÔ -

� ðeï�ñ,ð>�
z C Ä�� ÞY´�q.s³ª \ ] &
� s � ≤ Ô � ëX�1�,�P�y�X�1�� k� * ° (�� ´ Þ �

[
Ä Ñ M21���
��e�� 1��≤ \ � Ô Æ ���³�7Ô [ `$©HÞ7´�q.s³« 1 Å3Äs Æ `(©HÞ3´�q.s³«_^�s

� Ô Æ ���³�7Ô [ `$©HÞ7´�q.s³« Æ��s Æ �6Ï�¢7©Z²�©����³�7ÔX«½��«_^�so�r§ ¬ �:�>�¹ yÍ�ä ��~!Î ê
� Ô Æ ���³�7Ô>�6Ï�¢7©Z²�©����³�YÔX«½��« [ Þ{ Æ [ ³| `$©9Þ�´�q.s³« Æ�� ^�s ] \ 
 � �r§>¢� k�1�}�� ��������1�[�³�6 ��}�����
�
) Æ ���³�YÔ>�6Ï�¢3©Z²�©����³�YÔX« � « [( Ô ) ´¦0 � ) ����� Æ�� Ô0 � ]

�r§¥�(�P�!���6�[�½Í�ä � ä Î  k¢P¢P�����:¦­�D���}�P�Ö���P�P£6�1������`$©HÞ7´�q.s³« �
� ) Æ ���³�PÄ Ñ Æ��YÔ>�[Ï
¢Y©�²­©������EÔX«½��« ( Ô Å ¶ Ñ�� c�Ñ bc C ) -Ul���é���³� 1 Ô�° �6Ï�¢3© * �����Y���³�YÔX«9ê Ä1 °��R©HÞ�«7 ���¦y�I�
4����$�}�¹ ����P�1�P�:�¹�1�^���Y�D�6�D� ���l ��,§��­¢ Ë
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Corollary 3.2.
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