Applied Linear Algebra

Carl de Boor

draft 19aug02

i

TABLE OF CONTENTS

overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v 1. Sets, assignments, lists, and maps

Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Assignments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Lists of lists . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1-1 and onto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 Some examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 Maps and their graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 Invertibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 The inversion of maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2. Vector spaces and linear maps

Vector spaces, especially spaces of functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 Linear maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 Linear maps from IF^n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 The linear equation A? = y, and ran A and null A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 Inverses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3. Elimination, or: The determination of null A and ran A

Elimination and Backsubstitution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 The really reduced row echelon form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 A complete description for null A obtained from rrref(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 The factorization A = A(:, bound)rrref(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 A ‘basis’ for ran A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 Uniqueness of the rrref(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 rrref(A) and the solving of A? = b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 The pigeonhole principle for square matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 4. The dimension of a vector space

Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 Construction of a basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 Some uses of the dimension concept . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 The dimension of IF^T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 Direct sums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 Elimination in vector spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 5. The inverse of a basis, and interpolation

Data maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 A formula for the coordinate map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 Change of basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 Interpolation and linear projectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 6. Inner product spaces

Definition and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 The conjugate transpose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 Orthogonal projectors and least-squares approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 ran A and null A^c form an orthogonal direct sum for tar A . . . . . . . . . . . . . . . . 68 Orthonormal column maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 The inner product space IF^{m×n} and the trace of a matrix . . . . . . . . . . . . . . . . 71 7. Norms, map norms, and the condition of a basis

How to judge the error by the residual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

The map norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 Vector norms and their associated map norms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 8. Factorization and rank

The need for factoring linear maps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 The trace of a linear map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 The rank of a matrix and of its (conjugate) transpose . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 Elimination as factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 SVD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 The Pseudo-inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 2-norm and 2-condition of a matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 The effective rank of a noisy matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 The polar decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 Equivalence and similarity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 9. Duality

The dual of a vector space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 The dual of an inner product space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 The dual of a linear map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 10. The powers of a linear map and its spectrum Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 Eigenvalues and eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 Diagona(liza)bility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 Similarity is an equivalence relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 Are all square matrices diagonable? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 Does every square matrix have an eigenvalue? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 Polynomials in a linear map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 Every complex (square) matrix is similar to an upper triangular matrix . . . . . . . . . 106 11. Convergence of the power sequence Convergence of sequences in a normed vector space . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 Three interesting properties of the power sequence of a linear map . . . . . . . . . . . . 110 Splitting off the nondefective eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 Three interesting properties of the power sequence of a linear map: The sequel . . . . . . 114 The power method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 12. Canonical forms

The Schur form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 The primary decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 The Jordan form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 13. Localization of eigenvalues

Gershgorin’s circles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 The trace of a linear map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 Determinants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 Annihilating polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 The multiplicity of an eigenvalue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 Perron-Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 14. Some applications

3-space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 Rotation in 3-space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 Markov Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 An example from CAGD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 Tridiagonal Toeplitz matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 Linear Programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 Approximation by broken lines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 Flats: points, vectors, barycentric coordinates, differentiation . . . . . . . . . . . . . . 145 grad, div, and curl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

15. Optimization and quadratic forms

Minimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 Quadratic forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 Reduction of a quadratic form to a sum of squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 Rayleigh quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 16. More on determinants

Definition and basic properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 Sylvester . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 Cauchy-Binet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 17. Background

A nonempty bounded subset of ZZ contains a maximal element . . . . . . . . . . . . . 165 Complex numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 Convergence of a scalar sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 Horner, or: How to divide a polynomial by a linear factor . . . . . . . . . . . . . . . 167 Euclid’s Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 Rough index for these notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170