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α� β

����	�

((¬&�∨ �##�����∧ �+%⇔/%%�⇒ �!%��������������
(¬(&�∨ �/%�∧ ��⇒ �!%������������������������������

Sentence → AtomicSentence | ComplexSentence

AtomicSentence → True | False | Symbol

Symbol → P | Q | R | . . .

ComplexSentence → ¬Sentence

| ( Sentence ∧  Sentence )

| ( Sentence ∨  Sentence )

| ( Sentence ⇒  Sentence )

| ( Sentence ⇔ Sentence )
BNF grammar in propositional logic
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((¬&�∨ �##�����∧ �+%⇔/%%�⇒ �!%

Means True

Means “Not”

Means “Or” -- disjunction

Means “And” -- conjunction

Means “iff” -- biconditional

Means “if” -- implication

() control the order of operations

Propositional symbols must be specified

���	�������������������	�����

� 0���������� ������	����
��������
�����������
�	����������������

� ������	�������������#�����
��
����������%"
¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔ �

¬&�∨ ������∧ �+⇔/�⇒ �! �-
&�⇒ �/�⇒ �! �������-

���	�������������������	
������
�

� &��	���������!��$��������$���	��������$����
�����

Model: specified directly

Calculated using the meaning of connectives

 �!�����!���"����	����������������

¬&�∨ �/∧ �+�⇒ �/
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Satisfiable: Sentences that are true under some model

Note:This is an NP-hard problem O(2n)

n=number of

     symbols
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#&�∧ �+�⇒ /%�∧ &�∧ +�∧ ¬/
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unsatisfiable: Sentences that are false under all models

 �!�����!���"����	����������������

#&�⇒ /%�∨ &�∧ ¬/

You Figure It Out

 �!�����!���"����	����������������

#&�⇒ /%�∨ &�∧ ¬/
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valid: Sentences that are true under all models (tautology)

����	
�#$!�%	
�����

Know and use these equivalences to modify sentences
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α ⇒ β, α

β
Modus Ponens

α ∧ β

α And-Elimination

All Logical Equivalences can be used as inference mechanism

�����
� !���������������������	��
����������������������
������
�����������#������
������	�� ���%

�� ����"�1
2�2
�⇔�#&

2��
�∨ �&

��2
%

�� ���$"�¬1
2�2

����"�¬&
2��

Knowledge Base (KB)

Query

�����
� !���������������������	��
����������������������
������
�����������#������
������	�� ���%

�� ����"�1
2�2
�⇔�#&

2��
�∨ �&

��2
%

�� ���$"�¬1
2�2

����"�¬&
2��

1) (B
1,1

 ⇒  (P
1,2

 ∨  P
2,1

)) ∧  ((P
1,2

 ∨  P
2,1

) ⇒  B
1,1

 ) biconditional elimination to (a)

2) ((P
1,2

 ∨  P
2,1

) ⇒  Β
1,1

 ) and-elimination to (1)

3) ¬Β
1,1

⇒ ¬ (P
1,2

 ∨  P
2,1

) controposition to (2)

4) ¬ (P
1,2

 ∨  P
2,1

) modus ponens to (3 and b)

5) ¬P
1,2

 ∧  ¬P
2,1

) de Morgan's rule to (4)

and-elimination to (5)

How would a computer go about this? Can we simplify inference 

and still find the goal? 

&	���	�����'��!�	��

� !�����3�����������������
��
������ ��������
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���������� ��
����)���*��������
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#���-���������������������$����� �������
�������%

* -- refutation complete – it can answer any question you ask it,

but it can't list out all things that are true.

���)!����%��*���	
� ������* �

7���8��
���������� �����������������49:"

2�+�	���������⇔�������$����������������������
��+�	���������⇒ ���������	������������������
;�<� ����������������������������
����$���������������������
����<�����8������

��.		��������$�� ������∨ �� ���∧ �

Let's Try It!

���%����������* 

1
2�2
�⇔�#&

2��
�∨ �&

��2
% ��������������

#1
2�2
�⇒ �#&

2��
�∨ �&

��2
%%�∧  ((P

1,2
 ∨  P

2,1
)�⇒  1

2�2
�% $����������������������

(¬1
2�2
�∨ �&

2��
�∨ �&

��2
%�∧  (¬ (P

1,2
 ∨  P

2,1
)�∨  1

2�2
�% ��	������������������

(¬1
2�2
�∨ �&

2��
�∨ �&

��2
%�∧  ((¬P

1,2
 ∧  ¬P

2,1
)�∨  1

2�2
�% �� �����������������

(¬1
2�2
�∨ �&

2��
�∨ �&

��2
%�∧  (¬P

1,2
 ∨  B

1,1
) ∧ (¬ P

2,1
�∨  1

2�2
% �����$���∨ �� ���∧

�
���������4��=���� ��9������:���
#�����
������������
��������>%

����������������

clauses

(���
!����

� +����$���+���������������������	����	������0���

� ������-���?�������#
����%����
���� ���
-���������$����

� �
��
�������������$�����49:�����
� +������������-��������	�����$�������������

KB ← knoweldge base

α ← query

ΚΒ@ α ← does the knowledge base entail α
show  ΚΒ∧¬α  leads to a contradiction
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2�2
�⇔�#&
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�∨ �&

��2
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�� ���$"�¬1
2�2

����"�¬&
2��

�����
� !�������������������������������	��
������������
�������������#A1�∧ ¬α %���
��:���������#	�����$��
�����������%

�� ����"�(¬1
2�2
�∨ �&

2��
�∨ �&

��2
%�∧  (¬P

1,2
 ∨  B

1,1
) ∧ (¬ P

2,1
�∨  1

2�2
%

�� ���$"�¬1
2�2

�� ����"�&
2��

����"��
False

in CNF form

Write this as three

seperate clauses

�����
� !�������������������������������	��
������������
�������������#A1�∧ ¬α %���
��:���������#	�����$��
�����������%

given a1: (¬1
2�2
�∨ �&

2��
�∨ �&

��2
%

given a2: (¬P
1,2

 ∨  B
1,1

)

given a3: (¬P
2,1
�∨  1

2�2
%

�� ���$"�¬1
2�2

�� ����"�&
2��

����"��

Setup Complete.
(Now all you need to know is resolution

to fill in the missing lines.)

(���
!���������	
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� ��-�����������������
��
� �������$����������
���	������#����� �%

&∨ /∨ + ¬/∨ !∨ �
� 4��$����
������������������������������������

�����$�������������	�����

&∨ +∨ !∨ �
� 5������������������ ������
��������������$����
����
�������
� ������
������:�����
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�������������#A1�∧ ¬α %���
��:���������#	�����$��
�����������%

given a1: (¬1
2�2
�∨ �&

2��
�∨ �&

��2
%

given a2: (¬P
1,2

 ∨  B
1,1

)

given a3: (¬P
2,1
�∨  1

2�2
%

�� ���$"�¬1
2�2

�� ����"�&
2��

����"��

1. ¬P
1,2

resolved a2 with b

resolved 1 with c

Can we turn this into an 

algorithm a computer can do?

What if the KB doesn't entail α?
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�����������������#A1��%��������������������

��	��" A1��
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�
��

�
%

���������	�����������
����	�����������������������
	���←�	���∪ �������	��

���	���⊆ ����������������������
�������←��������∪ �	��

#%	
!	����'
����"�

� +�������
� 5���������������������'	�������
� ��������
������

� ��������"�5�������������������������
�������
���$����=����������������
���#-��	�������
����������%

&∨ +∨ &∨ ��������
��������&∨ +∨ ���

� 9�������������� ����������
����������������$���
����������	������#
������������������� ���
��	%
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����F�������	�
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��
A1�

� .�������������������
��A1������?��������������

 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B



 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B



 ��,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	����
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�����?������

� <��������"
� (��-�$��-�����������?�����?�
� ���	�� ��?"�

� 4
��-����?����-������������
� &�� ��$��$��-������
�����������	���������������������
�����������?

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B
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P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B
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P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B

-	�.,	����"	�����#�	��
�

P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B
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P ⇒  Q

L ∧  M ⇒  P

B ∧  L ⇒  M

A ∧  P ⇒  L

A ∧  B ⇒  L

A

B
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